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Intendo qui esporre alcuni risultati relativi a problemi al 
contorno per equazioni paraboliche in un cilindro, nel caso in cui le 


condizioni sulla superficie laterale siano di tipo misto. 


1. IL CASO DELLA "SUPERFICIE DI SEPARAZIONE" CILINDRICA 


Avendo a disposizione una teoria per i problemi al contorno di 
tipo misto per equazioni ellittiche dipendenti da un parametro complesso, 
è possibile costruirne l'analogo parabolico, purché 1a geometria del pro- 
blema considerato sia di tipo cilindrico; dovremo cioè considerare un pro 
blema in cui le due regioni, sulle quali si assegnano condizioni al con- 
torno diverse, non variano con t. 

Sia 9 un aperto limitato di vw. n= 3 (il caso n = 2 può esse- 
re trattato analogamente, con modifiche solo n pale la cui frontiera 


D è una varietà (n-1)-dimensionale di classe C‘°‘, tale che 9 sia Tocal- 


mente da una sola parte di FT. Sia poi w una sottovarietà (n-2)-dimensio- 
nale di T di classe cl) che divide T in due parti, r, e Po» 
== == _ 

T, T Wi 


tali che 


Consideriamo allora i] problema seguente 


(9, - A(x,9 Ku >f, inR'x (ori 

A + 
(1.1) Bj (4,9 DI = 9 in xT,» 
Bo(x, b) du = o înR x Da» 

u(0,x Ja 0, in da 


dove A(x,3,) è un operatore propriamente ellittico del secondo ordine in 
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92, mentre B (x,3,) e Bo(x9,) sono operatori di bordo di ordine < 1 che 


1 

soddisfano le usuali condizioni di Sapiro-Lopatinskiî rispetto ad A(x,9,)- 
Effettuando formalmente una trasformata di Laplace (senza preoc 

cuparsi per il momento delle condizioni di compatibilità), il problema 


(1.1) si trasforma nel problema ellittico dipendente da un parametro 


(p- A(x,3,))U=?, in 9, 
(1.2) B,(4,9,)U = G > int, 

B_(x,9 )U=g inr 

DI 9 x mi 9° p” 


dove con Ù si è indicata la trasformata di Laplace di u. Ponendo p = ed. 
con |arg q| £ o , îl problema (1.2) diventa un problema del tipo conside 
rato nel seminario precedente e, quindi, a esso sono applicabili i meto- 
di di ViSik e Eskin. 

Risulta perciò naturale cercare di risolvere il problema (1.1) 
negli spazi che si ottengono mediante una antitrasformata di Laplace da- 
gli spazi H(s.-1,1)° 

A questo scopo, cominciamo col definire gli spazi parabolici 


"di ordine fisso". 


Siano, s,1,y € R; indicheremo con H (R x 2) lo spazio 
delle distribuzioni u tali che 739971alsy 
lu? - (MU + io, ‘p° do <+ 0, 
S n s,21,1 
VIRZAREZIA! R 


dove la norma bb, 1.1 è definita in R" da 


tetro, E 43 = fn (testo 1815 *iyeio]®+181197" 
E) 9 R 


- (Jysio]Z+|e"]Z)|vtyaio,8)1" ae 
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e in £ per passaggio al quoziente; qui, v indica la trasformata di Fou- 
rier di ve E" = (Ej30e 03€ n-2)» ES = 3En-1)» E=(E »En) 


In modo analogo si definiscono gli spazi a due indici 


Hoag (Rx pt, dai quali si ottengono, per carte locali indipenden 
> 3%85Y 
ti da t, gli analoghi spazi inRxT. 
Se s > k+ 3, le distribuzioni di H (Rx R") hanno la 
735371315Y 


traccia di ordine k sull'iperpiano %_ = 0 e questa appartiene a 


H (rx R°!) 


s-k-3, Riu ; 
238 1-k-3,1;y 


; inoltre, esiste un rilevamento continuo in 


questi spazi. 
Più complicato è, invece, lo spazio delle tracce temporali. 


Sia, infatti, 
O = (fe tetetelel9 "Stele te 19) (14]r]+18119) da. 
R 


Questa è una funzione peso nel senso di Volevié-Panejah [5]; posto vl*%(8") 


lo spazio delle distribuzioni u per le quali 
= 2 
UGF] de <+ ©, 
R >» 


lo spazio delle tracce temporali di ordine k delle distribuzioni di 


k) (p"). 


H (Rx R") risulta essere, se s >2k + 1, lo spazio v 1 


735371 313y 

Per introdurre gli spazi parabolici a indici variabili, utiliz 

zeremo le stesse notazioni introdotte nel seminario precedente. In parti 
colare, siano W un fissato intorno (in 9) di w; s,1 funzioni continue in 
®, costanti fuori da W; Va Vn) un ricoprimento aperto di 9, tale che 


in ogni E sia definito un sistema di coordinate locali i; soddisfacente 
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le proprietà colà richieste. Se {g 
(0) 
Cc 


u€EH 


120029) è una partizione dell'unità 
subordinata al ricoprimento UZEZIZA IRE diremo che 


(3123810 22) ue 


-1,2 
) Ig.u)o hl +0. 
£ SAS La 
j=1 È s tu ni all ieri 


Gi spazi su cilindri di altezza finita o semiinfinita vengono definiti 
per passaggio al quoziente. 

Prima di enunciare un teorema di esistenza e unicità per il pro 
blema 1.1, dobbiamo ancora affrontare il problema della compatibilità per 
t = 0 dei dati del problema. 


i & 
ARE H(5/2;8,-1,)5y 
chiamo con w° i] prolungamento di ya ]- ©, B[Xx 2, ottenuto ponendo 


(1O,Bl x 2), dove 0<B<+,. Indi- 


y°(t,x) = 0, se t < 0. Diremo allora che yw è compatibile con 0 per t = 0 


se y° € Hr rota!" o, BI x N). Una analoga definizione viene data 

per le funzioni definite su ]0, gB[ xT. 

(©) 
( 


Osserviamo che le funzioni appartenenti a LA 


(]O0.B[ x 9) compati 


10,81 x ©) sono 
dense nell'insieme delle funzioni di Ms /2zs,-1,1)50 
bili con zero pert =0. 

Nel seguito supporremo sempre che le funzioni s,1 soddisfino 
le seguenti proprietà: 


1 1 l 
a) lsj- sp! < i NM; UA < g > Se SUpP è; N SUPP dr # I; 


b k<s.,< 1 <k#] , Se s A A 
) s;7}; + è SUAR d, w#9I 


Qui k è un numero reale che dipende solo dagli operatori di bor 
do B,e B,eche risulta essere uguale a zero nel caso del problema Dirichlet- 


-Dirichlet, uguale a : nel caso del problema Dirichlet-Neumann e uguale a 
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1 nel caso del problema Neumann-Neumann. 
I] seguente risultato di esistenza e unicità per la soluzione 


del problema (1.1) è dovuto essenzialmente a Gjul'misarjan [4]. 


Teorema 1.1. Nelle ipotesi fatte, esiste y, € e, tale che, se 


TE a RT, (R* x 9), 
(F738-2,51,1);y 


+ 
V g. Eh (Rx T.), i = 1,2, compatibili con zero per 
ù HE 51-4-3,1)5v 
t = 0, esiste una e una sola u € KH (RÎ x L), compatibile con 


(735321 31);Y 


zero per t = 0, soluzione del problema 


(9, - A(x,a,))u= f, inr'xo, 
._ pt . 
B; (x,9,)u = 9; s INR x ri got nil 2: 


Inoltre u soddisfa la naturale stima a priori. 

Il risultato precedente può essere esteso al caso in cui gli ope 
ratori A, Bj» B, dipendono da t, utilizzando una tecnica parzialmente ana 
loga a quella di Agranoviè-Visik ([1], Cap. II, Par. 12). 


I] procedimento si effettua nel modo seguente: 


1) Dal Teorema 1.1 segue l'esistenza (e si dimostra l'unicità) del proble 
ma a coefficienti indipendenti da t in [a,B] x 9, dove 0 < a < BT, 
con T fissato. Inoltre, la costante della stima a priori dipende solo 
da T, ma non da ae da BR. 

2) Si mostra che, se a € cl), la norma di (a(t,x) - a(o,x))u può essere 
resa piccola, uniformemente in a, se t-a è sufficientemente piccolo. 

3) Da quanto precede e dall'esistenza della soluzione nel caso dei coef- 


ficienti costanti, si ottiene l'esistenza nel caso dei coefficienti 
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variabili per cilindri di altezza sufficientemente piccola e con la 
costante della stima a priorì indipendente dalla posizione della ba- 
se e dall'altezza del cilindro. 

4) Si affetta ora il cilindro (di altezza finita) in strati di altezza 


8 sufficientemente piccola. Sia u, la soluzione, che esiste per 3), 


1 
del problema in ]0,5] x Le sia lu, un suo prolungamento a ]0,25] x 9. 


In ]6,28] x 2 si considera il problema 


(CA - ACt,x,9,))u — f-(9, - A(t,x,9,))1u,; in 16,20] xd 
Bj (t,x,9,)u "a Bj (t49,)1U, a în J63261 x ”, è 
Bo (t,x,9, )u sa Bo (t,x,9, Tu, 5. in 16526] x Dn 


Poiché i dati di questo problema sono compatibili con zero per 


t = 8, esso ha una soluzione u, compatibile con zero per t = 6. Allora 


2 
lu, + u9 è soluzione del problema originario in ]0,28] x 9. Iterando un 


si ine di volte il procedimento si ottiene la soluzione in tutto 
il cilindro. Dalle stime a priori nei singoli strati si ottiene la sti- 
ma a priori globale che fornisce anche l'unicità. 

Si ottiene pertanto il Teorema seguente (ometteremo y nell'in 
dicare gli spazi, in quanto questi non dipendono da y nei cilindri di 


altezza finita). 


Teorema 1.2. Sia T > 0. Supponiamo che Alt,x,9,) sia un opera- 
tore propriamente ellittico de] secondo ordine a coefficienti cl) in 
[0,T] x Le che B.(t,x,9,) sia un operatore differenziale frontiera a 


(00) 


coefficienti C il cui ordine k, (5 1) sia indipendente da t(i = 1,2). 
Se gli operatori A(t,x,3,) e B.(t,x,9,) soddisfano tutte le ipotesi del 
Teorema 1.1, vt E[0,T] x £, e se il numero k colà introdotto non di- 


pende da t, allora 


VIT-=7. 


Visn , (1o,TI x 2), 
(°:s-2,-1,1) 
V g,€H (IO:TI x Td 
1 E,;5-1-K,-4,1) i 


i = 1,2, compatibili con zero a t = 0, esiste una sola 


u EH (JO,TI x 2), compatibile con zero per t = 0, soluzione del 
(335321 s1) 
problema 
(0, - ACt,x,3,))u = fi, im]o:T] 209% 
B; (t,x,9,)u = Gio in JO,T] x Pi» J= 0120 


Inoltre, u soddisfa l'usuale stima a priori. 


2. IL CASO DELLA "SUPERFICIE DI SEPARAZIONE" NON CILINDRICA 


E =Ru si = 
1 25 DI L,- Con 


sideriamo un problema analogo a quello considerato nel paragrafo prece- 


Poniamo ora £ =[0,T] x 92 e siano £ 


dente, senza però supporre che Z, e Za siano dei cilindri. 

Utilizzando metodi astratti, Baiocchi ([2], [3]) ha ottenuto 
risultati per questo tipo di problema senza fare alcuna ipotesi su DIE 
Un risultato tipico è il seguente ([3], Teor. 4.2). 


Teorema 2.1. Per ogni f € Li (10,71 x 2) e per ogni U E Lia), 
esiste una e una sola u, tale che: . 
a) u, QQ,ue L°go,tI x a), Qu € L°0,tI; H' (0); 


b) 9 U - Au + u = f, nel senso delle distribuzioni su 1o,T[x9; 
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cdrim batta L'imied ; 
(0) 
t>0 


Le condizioni d) vanno intese nel senso seguente. 
Si può provare che u possiede una traccia su Z che appartiene 


a H, ,(Z); dire che u/2, = 0 significa allora che esiste (uy) succ. in 


LI 
42 
Ci) ug, = 0, tale che u, > U in H 10). Inoltre, u possiede la trac 
#2 
cia del primo ordine su £ che appariente a H 1 16): allora dire che 
sr) 
cia / £, = 0 significa che su je felci 
dv 1 9 Pv te 


Vediamo ora come, facendo alcune ipotesi su ZL,» sia possibile 
ottenere dei risultati di regolarità analoghi a quelli del n. 1. 

Supponi amo che Z, sia un sottoinsieme connesso e relativamen- 
te aperto di £, la cui frontiera y è una varietà connessa cl) e di di- 
mensione n - 1 con bordo 9y, tale che dy = I° N Y. Supponiamo inoltre 
che y non sia mai tangente agli iperpiani t = costante. 

Per trattare questo problema, si costruisce un diffeomorfismo 
che "cilindrizza" y in modo da ricondursi al caso considerato nel n. 1. 


Si ha il seguente risultato. 


Teorema 2.2. Nelle ipotesi sopra specificate, esiste un diffeo 
morfismo r di [0,T] x A su di sè, che gode delle seguenti proprietà: 
a) rx) = Es 
b) r(y) = [0,T] x {yE 9; 0,y) Evy}; 
c) r({t} x 2) = {t} x N,vtero,T] . 
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Dimostrazione. Sia (t,x) E y, 0<t < T; per le ipotesi fatte 
su y, esistono un intorno U;j ;) di (t,x) in JO,T[ x N e un diffeomorfi- 


(eolie feet ero. 3 ; 
smo C %,% : We di > Rx R, , tale che: 


n-1 ; 
dik ylt> RI (tw (i, gl): drill Dx) RxR x {0}; 


LIFRICIER) Ny)CRx pie x {(0,0)}; 
CRESESOMAIGISÀ = (tax(ty')+Yn v(x(t,y'))), dove x è un sistema di coor 
dinate di £ e v è la normale unitaria a £ interna a [0,T] x 2; la (n-1)-esi 
ma componente di di, PILE ,x) è uguale alla distanza geodetica su £ fra la 
proiezione ortogonale di (t,x) suzey0N {(t,2}; z€ Q}, 

Con lievi modifiche si possono trattare anche i casi t=0e 

= T. Sia {U,; j = 1,...,m} un sottoricoprimento finito di 

WESSE (t,x) E y} e siano 9,3% ->Òm i corrispondenti diffeomorfismi. 


Definiamo il campo vettoriale 


x(t) 095 (9, (t,))(1,0), (E Up gates 


(0) 


sia tw; j = 1,...,m} una partizione dell'unità C subordinata al ri- 
coprimento 1U;: j=1,...,m} e prolunghiamo le Wi con zero a tutto 
e m 
[0,T] x 2. Posto poi w = 1 - E W;> definiamo il campo vettoriale 
j=1 


X(t,x) = w (t,%)(1,0) + v wilt, sx) x;( DIR 
j=1 
E' evidente che X è tangente a Z su £ ed è tangente a y SU Y; 
inoltre, la sua componente temporale è sempre uguale a 1. Sia n(-,x) la 
curva integrale di X passante per il punto (0,x), x € 9. Poiché X è tan 
gente a £ su E, n(-,x) può essere prolungata a tutto [0,T]. Poiché per 


ogni punto di [0,T] x 2 passa una e una sola curva integrale di X, pos- 
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siamo definire una biiezione r da [O,T] x 2 su se stesso, ponendo 


r(t,x) = (t,y), dove y è tale che n(t,y) = (t,x). Dal Teorema di regolari 
(c) 


tà per il flusso di un campo vettoriale segue che r e n! sono C° *. Inoltre, 


dalle proprietà di X segue che r(£) = © e che r(y) = [0,T]x {ye9;(0,y) ev}. 


(9,3) (9,9) 
curva integrale di X 
passante per (t,x) 


Introduciamo ora glì spazi nei quali risolveremo il nostro pro 


blema. Indichiamo con R( (JO,TI x 2) lo spazio delle distribu- 


S/253=11,:1)) 
zioni u per le quali uor'' € H(s/2:5 -%,1) 
analoga viene data per gli spazi di bordo R A 


(80,8) 


(JO,TL x 92). Una definizione 
(JO,TI x 99). Qui e 


nel seguito r indica il diffeomerfismo costruito ne] Teorema 2.2. 


Diremo poi che una funzione u € R (JO,TI x 9) è com 


i s/2;5,-1,1) 
patibile con zero per t = 0 se u°r è compatibile con zero per t = 0 


nello spazio H (]O,T[ x 2). Una definizione analoga viene da- 


(s/235,-1,1) 
ta per gli spazi di bordo. Dalla analoga proprietà per gli spazi H, se- 
gue che l'insieme delle funzioni di e H0,7) x 2) è denso nell'insie- 


me delle funzioni di R (JO,TI x 2) che sono compatibili con 


(6/2;8,-9,1) 
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zero per t = 0. 


Possiamo ora enunciare il seguente risultato. 


Teorema 2.3. Siamo A(t:x:9,) un operatore propriamente ellitti- 


co del secondo ordine a coefficienti cl (10,71 x 2) e Bi(t,x,9,) un ope- 


(0) 


ratore differenziale frontiera a coefficienti C P il cui ordine k, (S 1) 


è indipendente da t; supponiamo che B;(t,x,3,) copra A(t,x:9,) su A 
(i = 1,2). Supponiamo inoltre che il numero k introdotto prima del Teore 
ma 1.1 sia indipendente da t e scegliamo le funzioni s,1 in modo che 

- oltre alle solite condizioni - risulti k < 7 ti <k+ 13 SE 


supp g;NyN {(0,x); x € 9} # 9. Allora, 


ver.) (IO.T[x 9), 
(F73822,-1,1) 


E (.), 
ET 512k 24,1) | 


VI; e R 


i = 1,2, compatibili con zero per t = 0, esiste una e una sola 
ue R($/2:8,-1,) 097! x 2), compatibile con zero per t = 0, soluzione 
del problema 


(CA - ACt,x,9,))u = in diotTI-x A 
B,(t,x,3,)u = 9; , inz;, i=1,2. 


La dimostrazione segue subito dai Teoremi 1.1 e 2.2. 
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